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Abstract 
樋口功I
18ao HI G U CHI 
In this paperぅwetryもoderive some numerical integral formulas inversely from 
the巴rrorestimations and shall obtain a new trapezoid rule having the precision 
be七weenthat of七heclassical trapezoid rule and ofもheSimpson's rule. 
And further， we shall prove that the precision of the Simpson's rule is best in 




Newton-Co七回型の積分公式の代表的なものとして 3 中点公式，台形公式および Simp-
801公式が昔から知られている。
区間 [α，b]上で十分滑らかな関数f(x)に対する積分公式の誤差は，h = b-αとした
とき，中点および台形公式では共に O(h3)であり， Simp8011公式では O(h5)であること














































(α+ ~， J(α+ ~))， 





YO二州 Ylニ j(α+;)?U2ニ j(a+ h) 























(α+ kh， f(a + kh)) 





1(1) = h{pf(α)+州+肋)+ rf(α+め)
時(1)= 1(1)一f川 )dx
等式 Ej(1) = O(九3)1が成り立つような p， q， rの関係を調べた結果，次の定理
が得られた。
定理1. 任意のf(x)εcn (nど2)および任意の kε[O，lJから作られる 3点近似
積分公式









証明. Taylorの定理より，以下の式を満たす c，d， eε(α，b)が存在する。
I尺(f刀)= J:f(μx)dx = J:+刊h {ヤいf六的刷(似ωα吋)+ f'(ゆ判(作ωα吋)(伊トZト一→α吋)+告訂ν1"吋切'(





Ej(f) = I(f) -1(f) = (p + q + r -l)f(仙 (qk+T-j)f(α)h2+ O(が)
















注意 定理lにおいて，定数 qおよび kε[O，lJは任意であったので，誤差が
日以下の3点近似積分公式は無数に存在することになる。古典的な中点，台形， Simpson 
公式は qや k に適当な具体的値を入れて得られる。ここでは， 2点に退化せず， 3 
点のままで，かつ誤差が が以下にはならない例を挙げる
例1 q=k=iのとき p=T=iで，積分公式は次のようになる。
1(1) = ~{f(α) + 2f(α寸)十f(a+h)}
例2 q=j，k=iのとき p = ~， r = tで，積分公式は次のようになる。
1(1) = ~{f(α) + 3f(α+j)+2f(α+め)




定理.2 kを [O，lJ内の任意定数とし，区間 [α，bJ上の左半閉型2点近似積分公式
1'(1) = h{pf(α) + qf(α十肋)}， h=b-α 
を考える。任意の fE Cn (η三2)および任意の区間 [α，bJに対し，その誤差が O(h3)
となるとき，k =10かっ
2k -1 1 
p=一一一一 日=2k' '1 - 2k 
が成り立つ。 従って誤差が O(h3) となる一般の左半閉型2点近似積分公式は
1'(1) =九(1)=土i(2k -l)f(α) + f(α+ kh) ~， kチ02k l ¥-. -， J ¥ -， • J ，-，.."'J
と表される。 同様に， 誤差が O(h3) となる一般の右半閉型2点近似積分公式は
である。
h ( _. _ _， _， _. _ ， ， 
1'(1) = Tk(1) =一一一if(α+ kh) + (1-2k)f(α+ h)~ ， k手12(1-k) lJ \~ ，.，.; '\~ -'.}J \~ ，，.; J
証明 定理1において， r = ~(1-2qk) = 0 とけば Tが，p = ~ (1-2q + 2qk) = 0 
とおけば T が得られる。
誤差の評価から逆算した閉型積分近似公式について 11 
例3. 1'(1)， 1'(1) において k=i とおけば次の中点公式が得られる。
明=叩
例4. T(f)において k= 1， 1'(f)において k=Oとおけば台形公式が得られる。
一 ，
T1(1) =九(1)=ヂf(α)+ f(α+h)} 





宅(1)= ~{3f(α+ 守)-f(α+h)} 




A(α， f(α)， C(α十kh，f(α+kh)) 
を結ぶ直線の方程式は
y = f(α)十 f(叶kt一例(x-α) 
である。
ACとBEの交点Dのu座標を求めると，x =α+hであるから，
f(α+ kh) -f(α)/_，_ _¥ 11 1¥1'1¥ ，1 
y = f(α) + f(α)+(α+h-α) = (1-~)f(α) + ~f(α + kh) kh ¥ -， . - -， ¥ k' J ¥ -， ' k 
となり?
台形ADEFの面積 =iAF+?)XFE 
= Hf(α) + (1-t)f(X) + tf(α+ kh)} 







定理 3. kを [0，1]内の任意定数とし，区間 [α，b]上の閉3点近似積分公式を
S(f) = h{pf(α) + qf(α+肋)+ rf(α+め)
とおく。 任意の fεcn (ηと3)および任意の区間 [α，bJに対し，Es(f) = O(が)
が成り立つためには，k -10， 1で，かっ
3k -1 1 











でなければならない。従って誤差が O(h4) となる一般の閉 3点近似積分公式は




1(f) = J:+hdx = J:+h{f(α) + 1'(α) (x ー α) 十出宇~+山寺_a)3}dx 
= f(α)h+会1'(h2)+会1"(α)h3+ O(が)
S(f) = h{pf(α) + q(f(α+kh)+rf(α+h)} 
=中(α)+qヤ(α)+ f'(α)(kh) +古川)(kh)2+げ (η)(kh)3}
ペバα)+ f'(α)+古川α)h2+会fll(()日}]
このとき，
Es(1) = S(f) -1(1) 




従って，Es(f) = O(が) となるためには，





が成り立たなければならない。このとき k手0，1で p，q， rを kで表すと，
p(3k-1)l 
=一一一一-， q=一一一一一一6k' ':t 6k(1-k)' 
となる。これらを S(1)に代入すると，




定理3の 8(f)二九(1)の式で， k E [0ぅ1]は任意で、あったから，誤差が O(が)と
なる閉型3点近似積分公式は無数に存在することが証明されp またその一般形も得られた
ことになる。 2点に退化せず， 3点のままの具体例として? 次のものを挙げる。
例6 k=j とおけば?文献にない，誤差が O(ゲ)の新3点、近似公式が得られる。
8(1) =九(1)=会{-3f(山川+;)+5f川)}





8(1)=ーと-;:.d(1-k)(3k -l)f(α) + f(α+ kh)刊(2-3k)f(α刊)}
6k(1-k)l 






1'(1) = h{pf(α) + qf(α+肋)}
を考える。任意の fεcn (η 三3)および任意の区間 [α，b]に対し，その誤差が O(h4)
となるとき，
k=2u=10=2 3' L 4' 斗 4
である。よって，誤差が O(h4) となる左半開型2点近似積分公式は
1'(1) 斗 (1) 二 ~{い川六仰α川
に限られる。同様に，誤差が O(h4) となる右半開型2点近似積分公式は
h(~~ ， h 、
T(1) = Ti (1)= i{3f(α十i)+ f(α+h)} 
に限られる。
証明 定理3の S(1)で，k二 iまたは iを代入すれば定理5が得られる。
注意. 古典的台形公式の誤差は O(h3) で， Simpson公式の誤差は O(h5) である。






叩f)= ~{3f(α 十 ih)+f川)}
T'~ (1)十九(1)
S(f)=32 
九(.， ， 1.， 2~ ， .，) 
8(1)=τ{f(α) + 3f(α十一九)十3f(α+吉h)+ f(α十h)f 
8l"'1 "' 3 "' 3 "' 1) 









5(f) = h{pf(α)+山+品)+ r f(α+ h)} 







??? 2 q= 3' T二 5
である。 このとき，
5(f)=か(α)+ 4f(α十;)+的十川)
となり，これは Simpaon公式 S(f)と一致する。従って誤差が O(h5) となる閉型3点
近似積分公式は， Simpson公式に限られる。
証明 Taylorの定理より?次式を満たす α，s，γε(α， b)が存在する。
1(f) = J:+h f(x)dx 
= β十九{f(α) + f'(α)(x ーα)+ 会1"(α)(x 一→α叫)2+ 占訂VfffH川叩1
= f(伊川α吋)h+ ~f' (aα )h2 + 会1"( α )h3 + 占1'" ( α)h4 + O( が) 
5(f) 二 h{pf( α )+ 山 + 肋 ) + rf( α + 川叫) 
ニ h咋巾トドf(α吋)+刊叶q刊(仰
判吋(ヤf(伊ωα吋)+川 h+~1"( α )h2+~ f'"( 川 + げ ) 州 l 





Es(j) = S(j) -1(j) 
= (p十q+r-1)f(α)h+ (qk十r-~)f'(α)h2 + {Hqk2十r)一主1"(α)が)
十(古(qk3+ r)-主}f''(α)h4十O(が)
従って， Es(j) = O(が) が成り立っとき，
1 1η1 L. 0 1 
p+q十r=lぅ qk十r=一一(qk"+r)=一寸(qkJ十r)=士2' 2¥"1'. "j 3!' 3!¥'i'" "/ - 4 
が成り立つ。 はじめの三式より， kチ0，1 かっ
3k -1 1 2 -3k 
p=一一一一 日ご一一一一一:-:-. r =一一一一一一6k) う "1 6k(1 -k)' ，-6(1 -k) 
となり，これらを第4番目の式に代入すると，
条件 0< k < 1 
証明された。
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